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摘 要 : 针对 毕 达 哥 拉 斯 环境 下 的 多 属性 群 决策 问题 ， 首 先 ， 将 毕 达 哥 拉 斯 模糊 数 和 第 均 算 子 相 结合 ， 创 造 性 地 拓 
展 了 一 种 新 的 改进 的 加 权 支 持 度 ; 然后 ， 基 于 此 提出 了 改进 加 权 支 持 度 的 毕 达 哥 拉 斯 模糊 交叉 蛙 均 算 子 ， 并 讨论 了 
该 算 子 的 性 质 ， 进 而 建立 一 种 毕 达 哥 拉 斯 模糊 背景 下 能 够 反映 决策 属性 间 相 互 作 用 的 决策 方法 ; 最 后 ， 将 其 应 用 于 
智慧 城市 的 评价 中 。 实例 分 析 表 明 , 运用 该 方法 可 以 解决 实际 的 多 属性 群 决策 问题 , 并 可 以 进一步 应 用 到 智慧 物流 、 
模式 识别 、 人 工 智能 等 领域 。 
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Pythagorean fuzzy interaction average operator group decision making method with improved 
weighted support 


Yang Yang, Peng Dinghong! 
(Institute of Quality Development, Kunming University of Science & Technology, Kunming 650093, China) 


Abstract: For the multi-attribute group decision-making problem in Pythagoras environment, firstly, the Pythagorean fuzzy 
number and the power-average operator are combined to creatively expand a new improved weighted support, then based on 
this, a Pythagorean fuzzy interaction power-average operator with improved weighted support is proposed, and the 
properties of the operator are discussed. Then a decision-making method that can reflect the interaction between decision 
attributes under Pythagoras fuzzy background is established. Finally, it is applied to the evaluation of smart cities. The case 
study shows that the method can solve the problem of actual multi-attribute group decision-making and can be further 
applied to the fields of intelligent logistics, pattern recognition and artificial intelligence. 
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0 引言 细腻 、 全 面 地 刻画 不 确定 性 ， 成 为 国有 内 外 模糊 集 理 论 研究 
i 的 热点 55。 在 多 属性 决策 问题 中 ， 集 成 算 子 是 众多 决策 方 
于 客观 世界 的 不 确定 性 ，ZadehtH 于 1965 年 提出 的 模 ”法 的 基础 ， 因 此 在 毕 达 哥 拉 斯 模糊 环境 下 ， 集 成 算 子 的 研究 
糊 集 理论 现 已 在 决策 分 析 、 模 式 识别 、 优 化 控制 、 人 工 智 能 ”也 显得 尤为 重要 。Garg 喇 提 出 了 概率 毕 达 哥 拉 斯 模糊 加 权 平 
等 诸多 领域 得 到 了 深入 的 研究 和 广泛 的 应 用 。 随 着 社会 的 发 。 均 算 子 和 概率 毕 达 哥 拉 斯 模糊 几何 平均 算 子 ， 并 将 其 应 用 于 


展 以 及 研究 的 深入 ， 研 究 更 加 高 级 、 更 能 深刻 刻画 不 确定 性 ”最 优 产品 策略 的 选择 中 。 基 于 TOPSIS 思想 ，Zhang 等 人 9 
本 质 的 模糊 集 受到 众多 学 者 的 关注 ， 并 成 为 研究 热点 ， 也 取 ”提出 了 一 种 新 的 毕 达 哥 拉 斯 模糊 环境 下 的 决策 模型 ， 且 提出 
得 了 丰硕 的 研究 成 果 ， 诸 如 在 经 典 模糊 集 基 础 上 提出 的 区 间 了 得 分 函数 、 运 算法 则 以 及 距离 测度 。Peng 等 人 中 提出 了 毕 
模糊 集 、 二 型 模糊 集 、 区 间 二 型 模糊 集 和 模糊 多 集 等 。 鉴 于 ” 达 哥 拉 斯 模糊 数 的 比较 方法 ， 并 以 毕 达 哥 拉 斯 模糊 集成 算 子 
现实 生活 中 广泛 存在 的 狂 泊 不 确定 性 ， 保 加 利 亚 学 者 建立 了 一 种 新 的 群 决 策 模 型 。Wei 等 人 [SI 研究 了 Hamacher 集 
Atanassov? T- 1986 年 在 模糊 集 的 基础 上 提出 了 有 隶属 度 和 ”成 算 子 和 双重 毕 达 哥 拉 斯 犹豫 模糊 信息 的 多 属性 决策 问题 ， 
非 隶 属 度 组 成 的 直觉 模糊 集 ， 用 于 准确 刻画 人 类 思维 判断 中 并 在 Hamacher 算 子 的 思想 下 , 提出 了 基于 Hamacher 的 双重 
介 于 肯定 和 和 否定 之 间 的 犹豫 性 ， 自 此 国内 外 学 者 对 直觉 模 糙 毕 达 哥 拉 斯 模糊 集成 算 子 用 于 集成 双重 犹 驳 的 毕 达 哥 拉 斯 模 
集 开展 了 广泛 而 又 深入 的 探索 ， 取 得 了 大 量 优秀 的 成 果 ， 直 ” 糊 信 息 ， 并 将 其 应 用 于 供应 商 选 择 实例 ， 以 验证 其 实用 性 和 
觉 模糊 集 理论 日 渐 完善 。 有 效 性 。 可 以 看 出 ， 上 述 研 究 无 论 是 集结 算 子 还 是 决策 方法 
但 是 ， 随 着 社会 的 进步 与 发 展 ， 现 实生 活 中 的 决策 问题 “大 多 均 假 定 变量 间或 属性 间 相 互 独立 。 然 而 现实 情况 往往 
变 得 越 来 越 复 杂 ， 在 直觉 模糊 环境 下 进行 决策 时 ， 要 求 专家 ” 非 如 此 ， 因 此 ， Zeng 等 人 中 提出 毕 达 哥 拉 斯 模糊 有 序 加 权 
给 出 的 评价 值 的 隶属 度 和 非 隶属 度 之 和 小 于 1， 但 现实 情况 。 ”平均 加 权 平 均 距离 算 子 ， 该 加 权 平 均 算 子 考虑 了 聚合 信息 中 
往往 并 非 完全 满足 ， 为 了 突破 这 以 限制 条 件 ，Yager ABA 每 个 属性 的 重要 程度 ， 然 后 基于 所 提出 的 算 子 ， 引 入 了 一 种 
学 者 对 直觉 模糊 集 进行 拓展 ， 提 出 了 毕 达 哥 拉 斯 模糊 集 ， 满 ” 混合 TOPSIS 方法 , Jy PFOWAWAD-TOPSIS, H T XS 
足 隶 属 度 和 非 隶 属 度 之 和 大 于 1, 但 其 平方 和 不 超过 1, 相 比 。 拉 斯 模糊 MCDM 问题 。Zhang 等 人 (9 考虑 到 参数 间 的 相互 
直觉 模糊 集 ， 毕 达 哥 拉 斯 模糊 集 更 具 灵 活性 和 有 柔性， 能 更 加 关系， 提出 了 广义 毕 达 哥 拉 斯 模糊 Bonferroni 平均 算 子 和 广 
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义 毕 达 哥 拉 斯 模糊 Bonferroni 几何 3 


杨 扬 ， 等 : 改进 加 权 支 持 度 的 Pythagorean 模糊 交叉 需 均 群 决策 方法 


F 均 算 子 。 


经 以 上 文献 梳理 可 知 ， 现 有 研究 尚未 能 考虑 属性 或 专家 
间 的 信息 存在 相互 关联 (彼此 支持 ) 的 情况 ， 而 这 一 点 却 又 在 


MKE PRAA JIL, mH 


E 论 支持 。 在 信息 融合 和 计算 可 


续 领域 ， 针 对 类 似 的 问题 Yager 鉴于 主观 刻 


的 随意 性 和 主观 怕 


缺点 ， 通 过 


性 定义 了 


继而 提出 了 一 种 能 够 考虑 数据 信息 之 间 的 相互 联系 的 震 均 负 
了 众多 学 者 的 关注 , Liu SEA 


成 算 子 [ 


画 变 量 间 相关 性 
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法 、 数 乘 、 乘 法 及 肾 运 算 ， 并 提出 了 上 毕 达 哥 拉 斯 模糊 交叉 影 
响 加 权 平 均 算 子 ， 即 


定义 300 设 &=(psw) ，@=(pawvs) (i=142,.n) 为 毕 达 


斯 模糊 数 ， 则 


哥 拉 


]。 至 今 该 项 技术 受到 


单个 变量 与 其 余 变 量 间 的 相似 


一 种 能 够 客观 刻画 变量 间 相 关 性 的 


在 中 智信 息 背 景 下 提出 了 
智 数 加 权 几 何 究 平均 、 广 义 中 智 数 加 权 窒 平均 等 集成 算 子 ， 


系列 包括 中 智 数 


支持 度 概念 ， 


uy 


加 权 轰 平均 、 中 


在 对 上 述 算 子 的 性 质 的 推导 基础 上 ， 


问题 。Song 等 人 [ 


用 其 解 


决 多 属性 群 决 策 


F 均 算 子 和 广义 均值 ， 


3 将 区 间 数 与 宕 均 算 子 相 结合 ,提出 了 一 种 
新 的 区 间 数 宕 均 集成 算 子 ， 并 应 用 于 决策 分 析 中 。 
糊 环境 下 ，Liu 等 人 04 基 于 宕 3 


在 犹豫 模 
提出 了 


广义 瑚 犹豫 模糊 


了 序 加 权 平 均 算 了 


的 多 属性 决策 问题 。 


J 以 处 理 


Gao 等 人 03 提 


出 了 一 些 


犹豫 模糊 环境 下 
新 的 云 算 法 ， 例 


如 云 可 能 度 和 云 支 持 度 ， 


重 ， 结 合 云 支 持 度 与 过 均 集成 算 子 ， 


它们 可 以 分 别 用 于 


比较 云 并 确定 权 


提出 了 


个 基于 云 模型 


9 序 加 权 


FIRT. ME 


HERB RAZUASUT. KNS ANEA 
[6 55 Ag XC T HA EER R 


F 均 算 子 、 


毕 达 哥 拉 斯 模糊 


震 有 序 加 权 平 均 算 子 、 毕 达 哥 拉 斯 模糊 寡 几 
拉 斯 模糊 需 有 序 加 权 几 何 算 子 ， 并 分 别 研究 


可 算 子 和 毕 达 哥 


ERE 


FEUER f FI T A 


FAREN, 


(BERKI AE FEE E RO Fea R 
要 性 权重 在 肾 均 算 子 中 并 未 体现 。 
性 ， 可 以 引用 支持 度 这 一 概念 ， 通 过 数据 之 
观 地 反映 每 个 评价 数据 的 信 度 大 小 ， 
一 定 的 缺陷 。 此 外 上 述 的 毕 达 哥 拉 斯 


基于 以 上 文献 分 析 和 总 结 ， 
下 ， 以 及 现 有 支持 度 存 在 外 
进 加 权 支 持 度 ， 并 在 毕 达 司 
斯 模糊 数 之 间 的 相互 联系 ， 


不 同 毕 达 哥 拉 斯 模糊 数 的 隶属 度 和 非 隶 属 度 
种 关联 和 相互 影响 ， 为 此 本 文 考虑 采用 毕 达 


变量 相关 1 
E， 即 反 
为 了 反映 变量 本 身 的 重要 


但 现 有 
模糊 数 


了 它们 的 性 质 。 
生 的 强大 功能 ， 
映 变量 本 身 的 重 


间 的 支撑 关系 客 
的 支持 度 存 在 着 
运算 没有 考虑 到 
之 间 也 存在 着 某 


哥 拉 斯 的 交叉 运 


本 文 在 帘 均 算 子 思想 的 启发 
陷 的 状态 下 ， 提 


出 了 一 种 新 的 改 


f 拉 斯 模糊 环境 下 ， 考 虑 毕 达 哥 拉 
提出 了 改进 加 权 支 持 度 的 毕 达 哥 


其 算 子 和 模型 的 


1 ”预备 知识 


本 章 简要 归 纪 
算 子 等 基本 概念 。 
定义 1 外 


设 X itis 


Ha (x) 和 
度 和 非 隶属 度 , H V. 
EX PAM iz 


ERR — ^ A SEHE 
为 X 上 的 模糊 集 ， 人 (xz) 和 


的 隶属 度 和 非 隶 属 度 ， 


拉 斯 模糊 交叉 圭 均 算 子 ， 建 立 了 其 决策 模型 ， 最 后 实例 分 析 
了 效 性 和 可 行 性 。 


直觉 模糊 集 、 毕 达 哥 拉 斯 模糊 集 以 及 震 均 


R, A-(Gouu (x), v4 Ge X} ERI x 
上 的 一 个 直觉 模糊 集 ， 其 中 a: X [61], vx o9[01] 3 x E 
va (x) 分 别 表示 XX 上 元 素 * 属 于 4 的 隶属 
xeX,ua(x),va(x)e[0,1] ,有 p(x)+va(x)<1 
x 为 论 域 , A- (ou (x), va Ge X} EROS x 
模糊 集 , 其 中 : uu: X [0.1] , v: X [0.1] 
va (x) 分 别 表示 和 ETR x I T A 
H YxeX, m (x).va(x)e[01], Æ 


4 (x) HVAL o HR m (X) - i ui Q9) - và Q9) 23 ETF A T 
度 。 称 <=(,w) 为 毕 达 哥 拉 斯 模糊 数 PFN)， 全 体 毕 达 哥 拉 


考虑 到 不 同 PFN 
种 关联 和 相互 影响 , ox] 


斯 模糊 数 的 集合 记 为 毕 达 哥 拉 斯 模糊 集 (PFS 


)。 


的 隶属 度 和 非 隶 属 度 之 间 也 存在 着 某 
EIE S AUTRE SLT PEN 的 交叉 影响 加 


a, a, - (VB + 12, 046. 
- - 1 
và *và -vàvà, =v u, Lv ) " 
a, Do, - (Ji, + u, — u, = ova, VH, » 
- 2) 
Va +v vav, ) 
1a-( J0. 
- : (3) 
(1-46 -[I- Gi vr). 4>0 
a! =( Ja -v27 -n-o2 vr. 
(4) 


Ái-aü-vyY à» 0 


定义 AUS V ai c (us sva) 712, n) JI — 2H EE Ed 
BUB. o- (ouo 为 权重 向 量 ， 且 满足 0 =1、 


则 上 毕 达 哥 拉 斯 模糊 交叉 影响 平均 
(Pythagorean fuzzy interaction weighted averaging, PFIWA) 
算 子 (PFIWA: PFN" 2 PFN) se X. Wl b: 


PFIWA(a,05,...,0,) = Qoa; 
m 


œ, Z0(i2L2,.n), 


G) 


n ) {i +v y 


为 了 有 效 比 较 两 个 PFN 大 小 ， 文 献 [7] 给 出 毕 达 哥 拉 斯 
模糊 数 的 得 分 函数 和 精确 函数 。 


EX SU! Wa-Qu vi) 为 毕 达 哥 拉 斯 模糊 数 ， 其 得 分 函 
A s(a)-u-vi, H S(æ)el-11], 
JEX 6I W a= (Ma: Va) 为 毕 达 哥 拉 斯 模糊 数 ， 其 精确 函 
H.^(a) e[-11] 


NOS h(a) 16 v , 
基于 得 分 函数 和 精确 函数 ， 可 以 比较 多 个 PHN。 


定义 7 四 设 a“s=()=12) 为 毕 达 哥 拉 斯 模糊 数 则 : 


a) di S(m)»S(a), 则 w >a ; 
b) di S(am)-S(o), DE h(am)»h(am), Wa o; OF 
h(o,)-h(a,), 则 0705, 


XE XL SU! Wo = (Ha Va (i512) HERE, DUI 


a * ac, 之 间 的 距离 定义 如 下 : 
d(a,a,)- 
zo Gs Y pelo Y Y] ea Y Gr) 


为 能 客观 有 效 地 刻画 多 变量 间 的 相关 性 ， 基 于 变量 间 的 
相似 性 ，Yager 中 提出 了 一 种 通过 一 个 支持 度 的 概念 的 窘 均 
(power average, PA) 集结 算 子 。 


(6) 


ENOM RIAT PAR >R， 其 满足 
n (Le T (a ))a; 
PA(a,,a5,...4,) = 9 ——— ————- 
ETE 0) 


ja 
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Kr. Tas È sulaa); Su(asaj) Jy a, a, 的 支持 度 ， 
Hif un FER 


a) Sup(a;.a;) e[0.1] ; 


b) Sup(a;,a;) 2 Sup(a;.a;) ; 


e) 若 @ -alslw al, WI Sup(a.a)) 2 Sup(a,.,) 。 


(1* T (a.)) =V (a,) - V, 
HüpreTG)-vG)H rna “ 0. MIRROR 


0s <1 BYE o1, 以 及 式 (6) 可 化 简 为 PAC assa.) =$ Vis 


2 ”一 种 改进 的 加 权 支 持 度 


基于 支持 度 的 客观 赋 权 方法 考虑 了 变量 属性) 间 的 相 
关 性 ， 然 而 变量 (属性) 自身 的 重要 性 也 不 能 忽略 ，Yager 
针对 这 一 问题 给 出 了 相对 支持 度 的 加 权 形 式 咏 ;: 


O; (i > paa; 
Vw = jj (8) 


Yen > m 


jal, ji 


i 
£7 
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co) 原始 的 V(a)=1+T(@)=1+ b Sup(a,.a;) 看 似 复 杂 ， 实 际 


上 正如 Sup(a;.a;) 定义 所 致 ， 


其 本 质 是 一 个 相似 性 指标 ， 若 


Su(a,a,)-1 ， 那么 v(a)c1eT(a)c1« — 22 plaa) 
A 


sup(a.a,) ， 而 相对 支持 度 则 为 


Y Sup (a..a;) 
V (a;) = -= o 
2 2 Sup(a0) 
根据 上 述 三 点 分 析 ， 本 文 提 出 一 种 自然 且 合 理 的 改进 的 
加 权 支 持 度 为 


@;+ È @;Sup(a;,a;) 
y» = a (11) 
Y [o È osota.a)] 
考虑 上 述 三 种 特殊 情况 ， 换 言 之 ， 对 比 Yager 提出 的 力 
权 支 持 度 ， 本文 提 出 的 改进 的 加 权 支 持 度 ， 当 
Sup(a,aqj)=c(0<czsl) 或 @=1/n 时 ， 这 一 表达 式 与 原始 的 支持 


度 相 比 更 加 一 致 和 合理 。 下 面 依据 本 研究 改进 后 的 加 权 支 持 
度 ， 并 结合 交叉 运算 法 则 ， 给 出 了 改进 的 加 权 支 持 度 毕 达 哥 


ILE 


md 


X (8) 似乎 可 以 直接 应 用 于 本 研究 , 但 仔细 观察 发 现 该 
种 加 权 形 式 存 在 着 一 定 的 缺陷 ， 下 面 通过 三 种 特例 对 其 进行 
说 明 : 


a) 当 所 有 的 Sup(a,w)=c(0<c<D 时 ， 有 


afise » 2 
Vw j=1, jz#i 
Falie $ o) 


- men (9) 
Y w(l+c(-w)) 
—  e(lee-cen) 


E aleco) 


该 结果 表明 , 75 Yager 加 权 支 持 度 中 Sup(@,aj)=c(0<c<1) 


时 , 其 相互 支持 (关系) 均 相同 , 或 者 没有 考虑 相关 性 差异 ， 


并 且 其 权重 起 到 了 双重 作用 ， 这 似乎 有 悖 于 原始 的 重要 性 权 
重 系数 
b) 当 €), - 时 ， 有 
B Hi > E) 
Vw j= ji 
Yd È sola oj 


(i Y — (10) 


j=1, jzi 


n 1 < 
zali X —— 


ja.jei 


这 一 结果 表明 , 74 o - LIRE, 可 视 做 每 个 分 量 权重 相同 ， 


或 者 不 考虑 其 权重 存在 的 差异 ， 但 这 一 表达 式 似 乎 与 原始 的 
支持 度 不 一 致 。 


拉 斯 模糊 交叉 震 均 算 子 的 定义 和 性 质 。 
3 人 
Ja 


定义 10 Wo = (Ha Va (E5120) 3 — A EA RE LUIS 
糊 数 ，o=(o:wo)7 为 权重 向 量 ， 且 满足 Za =1、 
ey 2 0(i—- 1,2...) 。 则 改进 加 权 支 持 度 的 毕 达 哥 拉 斯 模糊 交叉 客 
均 算 子 (W — PFIPA: PFN" > PFN) œ X t F: 
W — PFIPA(a,, 0, au) = Qa. 
o, * Y, ojSup(a,,a;) (12) 


去 j= jzi 
= LA 


“5 0+ E oswlana)] 
j=l jæi 


其 中 : 为 w 与 % 的 支持 度 ， 且 满足 如 下 性 质 : 
a) Sup(0,0;) el01]; 
b) Sup (Qi,0))= Sup (Qj,0;) ; 


c) Xi 4(m.o;)&d(m,.m,) ， 则 Sup(om;)z Sup(o.m,) , 


d(a,Qj) 为 0 与 0 之 间 的 距离 。 


若 另 7T(a)= È wsw(a.w) ， 则 原 式 可 化 简 为 


-Ljei 


W — PFPA(0,,Q.,....&,) = QV;a; 
i-l 
E a*T(m) a (13) 
HM (w+T(w)) | 


定理 1 设 w = (Ma vu) 7 L2... n) Jg—1H 8835 E bL UCUBUSI 


201901.00191v1 


chinaXiv 


HX 45, 3: 


数 ， 且 袜 w =1、aw>0(G=12.- 相 ， 则 改进 加 权 支 持 度 的 毕 达 


哥 拉 斯 模糊 交叉 需 均 算 子 的 运算 结果 仍然 为 毕 达 哥 拉 斯 模糊 
Zo H 


W - PFIPA(a,, a5, .... n) = 人 Ya 
i=l 


eyT(a) 


D078) 


(14) 


i=] 


+T (a; ) w+T(a;) 
TD- pem 
i=l 


证 明 首先 ) 


数学 归纳 法 证 明 : 


(a) è 


(b) 当 n=2 时 ， 
@(@ *T(a.))a, 
-(om *T(o,))a ® (É, +T (a,))a; 
p " TTa- y 
jon 2 erred 
TTa- [Il-a +2) 
显然 ， 当 n=2 时 ， 等 式 成 立 。 


(c) 当 n=k 时， 等 式 成 立 ， 则 当 n=k+1 时 ， 有 


Qo. +T (a,))a (Oea T (2,,)) a = 


k 
1 -Ia - u yore 
i=l 


本 [WE 


i=l = 


Nm eene ng m ym m 
D CI Aksi Aksi 


T m m sT (a) 
( l -Ta -i je T (a) qË a ye -if - (gà evi ) 
i=l i=l i=l 


所 以 ， MZ n=k+1 Hf, 等 式 也 成 立 。 寻 此 对 于 任意 的 7， 
Dlo +T (a;))a; 


H 


n n x ey*T(a;) 
4| 1- aey e fay" -E-o ) 


feiern Tr-os )e 


必定 成 立 。 
其 次 ， 利 用 定义 3 有 
n 0*T(«) a 
S aTa 
1 


Mao (as 


*T(a; 
IE 


F 述 证 明 过 程 可 知 ， 定 理 1 AOL. 
下 面 讨 论 改 进 加 权 支 持 度 的 毕 达 哥 拉 斯 模糊 交叉 震 均 算 
加 以 证 明 。 


Yt o = (Ma Va J (i= 


定理 2 1,2,…n) 为 一 组 毕 达 哥 拉 斯 模糊 
数 ， 则 改进 加 权 支 持 度 的 毕 达 哥 拉 斯 模糊 交叉 震 均 算 子 有 如 


改进 加 权 支 持 度 的 Pythagorean 模糊 交叉 索 均 群 决策 方法 
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下 性 质 : 


(a) 窜 等 性 。 设 @=(Wsva)(i=42.…n) 为 一 组 毕 达 哥 拉 
斯 模糊 数 , Æ e -e,(i212,..n) , Jg W — PFIPA(Q,0,.....06,) 20 。 


斯 模糊 数 ，a = (minus ) max (vs) > as 


则 a, < W — PFIPA(0,, 05.,....0,) € 


哥 拉 斯 模糊 数 ， 若 (@,%,…， 
JU] W — PFPA (a, Œs., 


W — PFIPA(@, c... 


(b) 


界 性 。 设 w = (Ma Va (51,200) 为 一 组 毕 达 哥 拉 


= (max(u, ).min(v,, ) d 


Cmax 


Cc) 置换 不 变性 。 设 w sva) 12... 


n) 为 一 组 毕 达 
a) 是 (ww eA Oo ) 的 任意 一 个 置换 ， 


05) =W — PFIPA(0,,0.,...., 05, ) 


证 明 : 
(a) 


,0,) =W — PFIPA(a, a,..., o) 


i=l 


o4T(a;) ax *T(a;) aysT(a;) 
ET ee deae yere» Tfi- G2 eva jm) 
H i=l 


的 
且 


w+T(a;) 5 +7 (a ) »: +T (a) 
1-(1- 42)" ETD l-u YLosTn) -[- (à *và)] ZrT(e) 


EM 
(b) 
pj min (4a, ) < Ha, Smax(u,), MÄN (Va, ) < Va, < MAX (Va, ) 得 
ex*T(a;) 
iz n Qe) 
i=l 
ni 
-di- i-a) j Euran 
= max ( 4a, ) 
同 理 
* à tT (on) 
> 1-TI(-(min(w ) Jen 
il : 
= min (1 ) 
oTa) 
KE: min(u, ) « Jt- (1-2) < max (a, ) 
i=l 
aa) 
IH] Ei n] fj min(v, ) <41- (1-2 ) (ene < max (v, ) 


a Qui, S W — PFIPA(a,, 05... n) S Gs 证 毕 。 
(c) 
Wt (21,02...) J& (0.05...) 的 任意 一 个 置换 ， 则 对 任意 


Qi ， 必定 存在 唯 


与 之 对 应 的 e, BET 07 9; ; 反之 亦 然 ， 


T(œ)=T(œ;;), W 
a +T (a) 
W — PFIP4(w,awm，a)= Der v Wü 
í 3 (œ *T(a;)) 
^ — 0,*T(a;) 


ar, =W — PFIPA(a,, a... et, ) 


MT oy +The) 
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Jp 4, F: 改进 加 权 支 持 度 的 Pythagorean PI 3c UR M) SEX Zr ik 


Tiii 企 改 进 加 权 支 持 度 的 毕 达 哥 拉 


斯 模糊 肾 均 算 


子 的 两 种 特殊 情况 : 
(a) 当 所 有 的 Sup(a.a,) (0551) 时 ， 


W — PFIPA(@, 0,..., 0,) 


P 


jeje 


jas 


因为 (0<csD， 式 (10) 3 
W — PFIPA(a,, Q.,..., 5, ) 
n (1-c)o *c 
- Qi 
gs (1—c)a +c) 


(15) 


还 可 以 等 价 简化 为 


(16) 


对 比 式 (9)， 可 以 看 出 经 过 改进 后 的 加 权 支 持 度 ， 当 支 


持 度 相等 时 ， 分 量 权重 未 起 到 双重 作用 的 现象 。 更 进一步 的 
有 ， 当 c=1 时 ，W-PFphaww oj)= 四 Lu ， 当 c=0 时 ， 


ij M 
W —PFIPA(0,,a..... 


,2,) = Qaa, , 
(b) %4 9 =1/n(i=1,2,..,n) 时 ， 


改进 加 权 支 持 度 的 毕 达 哥 拉 斯 模糊 交叉 窜 均 算 子 退化 成 


毕 达 哥 拉 斯 模糊 交叉 窜 均 算 子 ， 即 
PFIPA(O,, 0»..., 0,) 

1+7(&) 
“rn 


> Sup (Qi,0)) , 
jAjei 


中 ， 了 (0) = 


4 ”一 种 相关 型 决策 模型 


(17) 


在 本 章 中 利用 改进 加 权 支 持 度 的 毕 达 哥 拉 坟 


均 算 子 建立 了 决策 模型 ， 其 中 属性 的 评价 值 用 


糊 数 表示 ， 设 专家 组 D=(d,dy,…di) , 4& 35 Jj 28 SEGA 


4=(4,4…4)， 决 策 属 性 集 为 C=(C,C…,C,) ， 属 性 权重 集 
为 0-(0,0,.,0,) > H œ; e[0.1] , Len ， 专 家 权重 集 为 
r-(n.5..5) > H7 [01], Y:- 1 。 决 策 者 给 出 方案 4 关于 


属性 C; 的 评价 值 为 毕 达 哥 拉 斯 模糊 数 ， 表 示 为 m% = (Ha Va) o 
从 而 可 以 得 到 决策 者 给 出 的 毕 达 哥 拉 斯 模糊 决策 矩阵 


2=(%w)ww 。 根 据 上 述 信息 ， 对 严 个 备 选 方案 进行 排序 或 者 择 


优 。 


基于 改进 加 权 支 持 度 的 毕 达 哥 拉 斯 模糊 交叉 究 均 集成 算 


子 ， 下 面 按照 步 又 


流程 ， 建 立 一 种 毕 达 哥 拉 斯 模糊 背景 下 能 


够 反映 决策 属性 间 相 互 作用 的 决策 方法 ， 具 体 如 下 : 


a) 计 算 决策 属性 CGU 1,2. EREE Sup, : 


Supla: QI )=1-d (aœ; a ),(s,t =1,2,...,k) 


d(@,%) 为 两 个 毕 达 哥 拉 斯 模糊 数 之 间 的 距离 ， 反 映 两 


个 毕 达 哥 拉 斯 模糊 数 之 间 的 差异 程度 。 


Lili 


严重 ， 阻碍 了 城市 的 可 持续 发 展 。 
剂 良 方 ， 智 慧 城市 这 
和 热点 08201。 智 慧 城 市 就 是 运用 信息 和 通信 技术 手段 感 测 、 
分 析 、 er E dele HE. AIDS ds 
民生 、 环 保 、 
需求 aa 其 实质 是 利 
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b) 计 算 7(c; ) ; 


r()-3rsw(aat) 
set 


T(a:) 为 毕 达 哥 拉 斯 模糊 数 o; 所 对 应 的 支持 度 。 
c) EEXEIEBUR m (5212...) : 


n; ME SUCOUNF T ET 


YT (oi) 


ni (s-12.... 


JO 为 毕 达 哥 拉 斯 模糊 数 %; 所 对 应 的 支持 度 ， 


能 够 减弱 与 群体 意见 差异 较 大 ， 偏 离 较 远 的 专家 评估 信息 
， 无 须 主观 赋予 权重 。 


DFI W-PFIPA 算 子 集结 群 决策 矩阵 2. -(a:).... 


从 而 得 到 综合 群 决策 矩阵 2=(w) o 
e) 利 用 PFIWA 算 子 中 计算 综合 评估 值 : 


i fji- 
ja 

Tos -l-le +] ) 

m i 


人 利用 定义 5 中 的 毕 达 哥 拉 斯 模糊 数 的 得 分 函数 ， 计 算 


PFIWA(C@;, ins- 05) 


各 方案 的 综合 评价 值 。 


多 利用 定义 7 对 各 方案 的 综合 属性 值 从 大 到 小 排序 ， 得 


到 最 优 方案 。 
h) 结 束 。 


实例 分 析 


近年 来 ， 随 着 中 国 城市 化 进程 进入 高 速 发 展期 ， 环 境 污 
、 资 源 紧 缺 、 公 共 安 全 等 一 系列 “城市 病 ” 相 继 出 现 并 日 益 
智慧 城市 是 解决 “城市 病 ” 
概念 现 已 成 为 各 个 领域 研究 的 焦点 


公共 安全 、 城 市 服务 、 工 商业 活动 在 内 的 各 种 
先进 的 信息 技术 ， 实 现 


x 


和 智慧 式 管 


进 城市 的 和 谐 、 可 持续 成 长 。 信 息 化 时 代 背 景 下 , 物 联网 、 
大 数据 、 云 计算 等 信息 技术 被 广泛 应 用 于 城市 建设 的 各 个 环 
节 , 先进 信息 技术 的 应 用 , 更 是 促进 了 城市 民生 、 公共 安全 、 
[商业 活动 等 
市 的 发 展 
一 个 全 面 而 系统 的 智慧 城市 评价 也 会 为 城市 发 展 提供 新 的 路 
选择 ， 提 高 国家 的 整体 经 济 实力 。 在 本 研究 中 ， 假 设 经 专 
家 组 的 初步 筛选 后 ， 留 
4 评价 和 分 析 。 鉴 于 篇 幅 ， 
划 述 。 在 现 有 文献 综述 的 基础 上 ， 经 过 数 轮 讨 论 ， 
BIE C=(G,C,.…,C;) 用 于 本 次 评价 ， 
施 建设 、C: : 人 力 资本 投入 、C: : 


稼 理 和 运行 ,进而 为 城市 中 的 人 创造 更 美好 的 生活 ， 


领域 的 信息 共享 。 基 于 对 智慧 城市 的 评价 研究 ， 
和 提高 居民 的 生活 质量 大 有 神 益 。 另 一 方面 ， 


7 


四 个 城市 4=(4,4,4,4) 做 进一步 
四 个 城市 的 具体 信息 在 此 不 加 以 
了 五 个 决 
LURAR G: 基础 设 
然 与 社会 经 济 环境 、C4 : 


BB. 6: 


政府 服务 水 平 。 其 属性 权重 为 : 


录用 定稿 杨 扬 ， 等 : 改进 加 权 支 持 度 的 Pythagorean 模糊 交叉 需 均 群 决策 方法 $3715 $43 


0 —(0,,05,03,0,,0,) - — (0.30,0.10,0.25,0.20,0.15) , 


BRAU EE SRIRAM, ODE TOR BU AEON E RUE e CUM es 


自 科 研 机 构 、 政 府 部 门 和 非 盘 利 组 织 等 机 构 的 三 名 专家 [0.5525 0.5695 0.5320 0.5200 0.3175] 
D-(d.d..d) 参与 本 次 评价 活动 ， 专 家 组 权重 为 p _| 04445 0.3600 0.4615 0.5080 0.5685 
r2(5.5,5)2(035,045,020) 。 在 评价 期 初 ， 由 于 专家 们 承受 着 ' | 0.3760 0.4680 0.5695 0.5975 0.5425 
时 间 压 力 ， 参 考 资 料 也 有 限 ， 以 及 自身 对 相关 问题 的 经 历 也 | 0.5445 0.3985 0.4280 0.5075 0.4325 | 
有 限 等 问题 局 上限， 专家 组 表示 愿意 采用 毕 达 哥 拉 斯 模糊 数 表 [0.4495 0.4965 0.5620 0.4220 0.2785] 
示 对 相关 问题 的 判断 ， 有 利于 反映 自己 对 评价 问题 的 不 确定 g _|04015 0.3800 0.4485 0.4240 0.4575 
性 ， 其 各 专家 的 评价 数据 如 表 1-4 所 示 。 ^ | 0.3720 0.4200 0.4965 0.5025 0.4495 
表 1 专家 1 给 出 的 毕 达 哥 拉 斯 模糊 矩阵 [0.4335 0.3900 0.3740 0.3885 0.2935 | 
Table 1 Pythagorean fuzzy matrix given by expert 1 [0.6395 0.6805 0.5125 0.5995 0.3700] 
G; C, C; C, G: g | 05735 0.5400 0.8050 0.6460 0.6225 
A (0804) (0.6,0.4) (0.9,0.2) (0.6,0.4) (0.4,0.7) ` | 0.4240 0.5265 0.6805 0.6800 0.6220 
A (0.5,0.1 (0.3,0.6) (0.8,0.2) (0.9,0.1) 0.7,0.5) [0.5265 0.4015 0.4565 0.5810 0.4565 | 
A,  (0.9,0.1) (0.6,0.5) ^ (0.4,0.4) (0.7,0.2) (0.5,0.4) bit KNE mí(s-12.3) 。 
A,  (0.6,0.3) (0.5,0.4) (0.4,0.8) (0.8,0.1) (0.7,0.3) zT (ar) 
表 2 专家 2 给 出 的 毕 达 哥 拉 斯 模糊 矩阵 "i TS" Ger(ap)" =1,2,...,k) 
Table 2 Pythagorean fuzzy matrix given by expert 2 
C C; C, C, Cs [0.3417 0.3348 0.3384 0.3423 0.3395] 
A — (080.1) (0.6,0.5) ^ (0.9,0.4) (0.50.60)  (0.6,0.2) "S 0.3284 0.3114 0.2989 0.3328 0.3468 
A, (04.0.6) (0.7,0.1) (0.9,0.4) (0.80.5) ^ (0.7,0.6) 0.3343 0.3389 0.3348 0.3384 0.3414 
A, (07,02) (0.8,0.3) (0.5,04) (07,03) (0.6,0.1) [0.3572 0.3419 0.3445 0.3462 0.3585 | 
A, (05,0) | (06,05) | (05.0.6) (0.0.3  (0.9,0.4) [0.3405 0.3446 0.3883 0.3431 0.3705] 
33 专家 3 给 出 的 毕 达 哥 拉 斯 模糊 矩阵 m 0.3519 0.3640 0.3309 0.3390 0.3426 
Table 3 Pythagorean fuzzy matrix given by expert 3 0.3785 0.3603 0.3446 0.3473 0.3441 
G C 6 2 7 [0.3528 0.3836 0.3648 0.3385 0.3107 | 
A (0.7,0.5) (0.6,0.6) (0.70.3) — (0.4,0.4) (0.9,0.4) [0.3178 0.3206 0.2734 0.3146 0.2899] 
A, (0.40.7) (0.8,0.1) (0.9,0.4) (0.8,0.2) (0.7,0.3) T 0.3197 0.3246 0.3702 0.3282 0.3106 
A, (04.05) (0805) ^ (06,04) (0.8,0.1) (0.6,0.5) 0.2873 0.3009 0.3206 0.3143 0.3145 
A (080.1 (09,03) (0804) — (0,02) (0.6,0.1) [0.2901 0.2747 0.2907 0.3153 0.3008 | 
P IB 25 EZ 的 计算 步 又 : c) 利 ] W-PFIPA 算 子 集结 群 决 策 矩 t Qs - (a a) es 
表 4 专家 群 决策 矩阵 
Table 4 Expert group decision matrix 
C, C, C, C, c 
A (0.7773,0.3730) (0.6000,0.5139) (0.8667, 0.3775) (0.5137,0.4872) (0.7116,0.5327) 
A, (0.4367, 0.5560) (0.6742, 0.2945) (0.8176,0.4267) (0.8420,0.3272) (0.7000,0.5100) 
A; (0.7595,0.2431) (0.7500,0.4517) (0.5095,0.4016) (0.7369,0.2124) (0.5696,0.3818) 
A, (0.6536,0.2798) (0.7183,0.4182) (0.6083,0.6122) (0.8224,0.2689) (0.7810,0.4438) 
d) 利 用 PFIWA 算 子 计算 综合 评估 值 : 算 综 合 评估 值 ， 并 进行 优 劣 排 序 ， 其 得 分 值 、 排 序 结果 和 最 
A, — (0.7518,0.4427) 优 方案 见 表 5。 
A, =(0.7257,0.4495) 表 5 得 分 值 、 排 序 结果 和 最 优 方案 
A, = (0.6841,0.3284) Table 5 Score value, sorting result, and optimal plan 
A, = (0.7171,0.4271) 得 分 值 排序 结果 最 优 方案 
e) 利 用 定义 7 计算 其 各 个 方案 的 得 分 函数 为 本 文  $-(0.36910.3246,0.3602,0(3318) A >4>4>4 A 
S(4)=0.3691 ; 文献 [4] 5S=(0.4675,0.4472,0.4041,0.4071) A4 >4>=4>4 A 
S(h,)=0.3246; 文献 [6] A>h>A>A A 
S(A,) 0.3602 ; 文献 [16] S —(0.4490,0.4349,0.3975,0.4249) A - A - AA A 
S(A,) 20.3318 文献 [17] $.—(0.3925,0.34371,0.3613,0.3268) Av- A - Aum A 
了 根据 其 得 分 函数 的 值 , TE BECAS HERE A AAA RA, 文献 [21] S —(0.4629,0.4395,0.4001,0.4011) A Aj-Aj- A A 
BI 4 是 最 优 的 。 通过 对 比分 析 可 知 ， 本 文 的 最 优 方案 和 文献 [各 中 的 
6 ”对 比分 析 PFWA 算 子 、 文 献 [6] 中 TOPSIS 方法 、 文 献 [16] 的 PFPA 算 子 、 
文献 [17] 的 PFIWA 算 子 、 文 献 [21] 的 PFPWA 算 子 的 最 优 方 
6.1 实验 结果 对 比分 析 案 均 为 4 ， 但 各 方法 所 得 到 的 得 分 值 和 排序 结果 却 略微 不 同 ， 


为 了 验证 本 文 所 提出 算 子 和 决策 方法 的 有 效 性 ， 分 别 选 ” 造成 差异 的 主要 原因 可 能 如 
取 文献 [4]、 文 献 [6]、 文 献 [16]、 文 献 [17]、 文 献 [21] 的 方法 计 
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所 代表 的 侧重 点 也 不 尽 相 同 ， 文 献 [4] 和 文献 [17] 所 采用 的 的 [2] Atanassov K. Intuitionistic fuzzy sets [J]. Fuzzy Sets and Systems, 1986, 
方法 主要 是 研究 属性 或 专家 间 独 立 的 情况 ， 并 未 考虑 到 属性 20 (1): 87-96. 
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献 [6] 是 通过 计算 各 个 方案 的 正 负 理想 解 的 贴近 度 从 而 得 到 Systems, 2013, 28 (5): 436-452. 
Jj SEU BERPARIR, SCHA[IOU SR EXHI TROP SETTORI CREE [5] Garg H. Some methods for strategic decision - making problems with 
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JE, 此 外 该 方 法 没有 运用 交叉 运算 法 则 | i 故 未 能 反映 数据 信 International Journal of Intelligent Systems, 2018, 33 (4): 687-712. 
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